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解法:  类似定积分解决问题的思想: 

一、引例 

1.曲顶柱体的体积  

给定曲顶柱体: 

底： xOy 面上的闭区域 D 

顶:   连续曲面 

侧面：以 D 的边界为准线 , 母线平行于 z 轴的柱面 

求其体积. 

“大化小, 常代变, 近似和, 求极限”   
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1)“大化小” 

用任意曲线网分D为 n 个区域 

n  ,,, 21 

以它们为底把曲顶柱体分为 n 个 

2)“常代变” 

在每个 

3)“近似和” 
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4)“取极限” 
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2. 平面薄片的质量  

有一个平面薄片, 在 xOy 平面上占有区域 D , 

计算该薄片的质量 M . 度为 

设D 的面积为 , 则 

 M

若 非常数 , 仍可用 

其面密  

“大化小, 常代变,近似和, 求极限”   

解决. 

1)“大化小” 

用任意曲线网分D 为 n 个小区域 ,,,, 21 n  

相应把薄片也分为小块 . 
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2)“常代变” 

中任取一点 
k在每个 ),,( kk 

3)“近似和” 
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则第 k 小块的质量 
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两个问题的共性： 

(1) 解决问题的步骤相同 

(2) 所求量的结构式相同 

“大化小, 常代变, 近似和,取极限” 
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曲顶柱体体积:  

平面薄片的质量:  



二、二重积分的定义及可积性 

定义: ),( yxf设

将区域 D 任意分成 n 个小区域 

任取一点 若存在一个常数 I , 使 

可积 ,  ),( yxf则称 ),( yxfI为称 在D上的二重积分. 

称为积分变量yx ,

积分和 

积分区域 被积函数 

积分表达式 

面积元素 

记作 

是定义在有界区域 D上的有界函数 ,  



二重积分存在定理: 

若函数 

定理2. 

(证明略) 

定理1. 

在D上可积. 

或有限条光滑曲线外都连续 , 积. 

在有界闭区域 D上连续, 则 

若有界函数 在有界闭区域 D 上除去有限个点 

例如,  
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引例1中曲顶柱体体积: 


D

yxM  d),(

引例2中平面薄板的质量: 

如果                  在D上可积, ),( yxf

元素d也常记作 ,dd yx 二重积分记作 

.dd),(D yxyxf

这时 分区域 D ,  因此面积  

可用平行坐标轴的直线来划  
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三、二重积分的性质 

D yxfk d),(.1 ( k 为常数) 

D yxf d),(.3
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特别,  由于 ),(),(),( yxfyxfyxf 
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7.(二重积分的中值定理) 
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 为D 的面积 , 则至少存在一点 使 
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例1.  比较下列积分的大小: 

 d)(,d)( 32
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其中 2)1()2(: 22  yxD

解:  积分域 D 的边界为圆周 
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例2.   估计下列积分之值 

10:
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           2，5(3)，6(3) 

第二节   

10. 1 作   业 

D10_2二重积分的计算.ppt


内容小结 

1. 二重积分的定义 
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2. 二重积分的性质 (与定积分性质相似) 


